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En 1983, Mazur et Wiles ont de montre un the ore me de comparaison reliant la
fonction L-p-adique de KubotaLe opoldt a la se rie caracte ristique associe e a la
tour des courbes d’Igusa de niveau pn ( p premier impair). Je ge ne ralise ce re sultat
au cas de la tour des courbes d’Igusa de niveau Npn, ou N est un entier plus grand
que 5 premier a p, avec des hypothe ses peu restrictives sur le caracte re de la fonc-
tion L-p-adique et par une me thode nouvelle. Pour cela, on de finit un ide al
d’Eisenstein dans l’alge bre de Hecke ordinaire de Hida qui est relie a la fonction
L-p-adique. L’essentiel du travail est ensuite de bien comprendre les fonctorialite s
de Picard et d’Albanese sur les jacobiennes des courbes d’Igusa ainsi que l’action du
Frobe nius. Un re sultat de Tilouine sur la structure d’un sous-groupe p-divisible de
la jacobienne de la courbe modulaire permet finalement d’obtenir le re sultat.
 1996 Academic Press, Inc.
In 1983, Mazur and Wiles proved that the zeroes of the Iwasawa’s characteristic
serie of the tower of Igusa curves of level pn (with p and odd prime) includes the
zeroes of the KubotaLeopoldt p-adic L-function. I generalize this result for the
tower of Igusa curves of level Npn, with N an integer greater than 5 prime to p and
with weak hypotheses on the character of the L-function with a new method. Our
method consists in defining an Eisenstein ideal in Hilda’s ordinary Hecke algebra
and his relationship with the p-adic L-function. Next, the main problem is to under-
stand Picard’s and Albanese’s functorialities on the jacobians of the Igusa curves
and the Frobenius action. Finally, Tilouine’s theorem on the structure of a
p-divisible sub-group of the jacobian of the modular curve with level Npn as a
module over the ordinary Hecke algebra is the next step for my result.  1996
Academic Press, Inc.
Introduction
Lorsque Mazur et Wiles ont de montre la conjecture principale
d’Iwasawa, ils ont mis en e vidence un inte ressant the ore me de comparaison
entre les fonctions L-p-adiques de la the orie d’Iwasawa et celles construites
a l’aide de tours de courbes d’Igusa. La premie re divise la seconde dans le
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sens ou on interpre te ces deux fonctions comme des se ries formelles en
((1+p)s&1). Le but de cet article est d’introduire une nouvelle me thode
centre e sur l’alge bre des ope rateurs de Hecke. En revanche, le groupe des
pointes n’apparai^t plus explicitement. Le premier test de la me thode est de
retrouver le re sultat de MazurWiles. Nous faisons mieux en introduisant
un conducteur supple mentaire premier a p. C’est notre The ore me 3.3.1 qui
ge ne ralise l’e nonce de MazurWiles. De crivons le plan de cet article.
La Section 1 re sume la the orie des formes 4-adiques due a Hida qui
consiste a mettre en famille les formes modulaires p-adiques en faisant
varier le poids k et le niveau. On introduit l’ide al d’Eisenstein et on rappelle
la construction de Wiles d’une forme parabolique approchant les se ries
d’Eisenstein.
Dans la Section 2, on introduit les courbes d’Igusa et on explique le lien
de leurs jacobiennes avec les jacobiennes des courbes modulaires plus
usuelles. On de crit les actions des ope rateurs de Hecke et du groupe de
Galois Gal(Q(‘p r)Q) en distinguant soigneusement les actions donne es par
les fonctorialite s de Picard et d’Albanese. La clef consiste a couper un
re sultat de Tilouine en reconnaissant les morceaux invariants par
Gal(Q(‘pr)Q).
Enfin dans la Section 3, on de duit la divisibilite . C’est alors une conse -
quence facile des re sultats de la Section 2, une fois rappele es les de finitions
des fonctions L associe es a la tour d’Igusa.
Je remercie Ralph Greenberg de m’avoir e claire sur la nature des ze ros
triviaux de la fonction L-p-adique.
1. Formes 4-Adiques et Ide al d’Eisenstein
1.1. Formes 4-adiques et alge bres de Hecke
On de signe par K une extension finie de Qp et OK son anneau des entiers
ou p de signe un nombre premier impair. On note W=1+pZp le sous-
groupe des unite s de Z*p . En fixant le choix d’une unite u  1+p2Zp , on
obtient un isomorphisme de groupes topologiques:
Zp [W
s [ us.
De plus, en de signant par | le caracte re de Teichmu ller, on obtient un
isomorphisme:
Zp*[+p&1_W
x [ (|(x), us(x)).
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On pose:
Y=[(k, ‘), k # Z, k2, ‘ # +p]
et pour chaque couple (k, ‘) # Y, on de finit un morphisme &k, ‘ :
&k, ‘ : 4  OK[‘]
(1+T) [ ‘uk&2
ou 4=OK T est l’alge bre d’Iwasawa.
De finition 1.1.1. Soit M un entier naturel. Une forme 4-adique F(T ),
de niveau M, est la donne e d’un q-de veloppement formel:
F(T, q)= :

n=0
a(n, F )(T) qn
a coefficients dans 4=OK T, tel que pour presque tout k2 et pour tout
‘ # +p  , la se rie
f& k , ‘ (q)= :

n=0
&k, ‘ (a(n, F )(T )) qn
soit un e le ment de Mk(11(Mpr), OK[‘]), ou ‘ est d’ordre pr et Mk(11(Mpr),
OK[‘]) de signe les formes modulaires p-adiques a coefficients dans Ok[‘]
de poids k et de niveau Mpr.
Lorsque les f& k , ‘ sont des formes paraboliques, alors F est une forme
parabolique 4-adique. On note M(M, 4) (resp. S(M, 4)) le 4-module des
formes 4-adiques (resp. paraboliques). On de finit aussi le caracte re d’une
forme 4-adique. Soit / un caracte re de (ZMZ)* a valeurs dans O*K . On
de finit un caracte re /

de  (ZMprZ)* dans 4* par:
/

(n)=/(n) } (1+T )s(n)
pour tout n premier a Mp et ou n=|(n) } us(n).
De finition 1.1.2. Une forme 4-adique F a pour caracte re /

si pour
presque tout k, la forme &k, ‘ (F ) a pour caracte re /&k , ‘=/\‘|
&k, ou \‘ est
le caracte re de fini par \‘ (n)=‘s(n).
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On de finit ensuite la notion d’ope rateur de Hecke, agissant sur les formes
4-adiques de caracte re /

, de la manie re habituelle en de crivant leur action
sur le q-de veloppement:
a(m, F | T(n))= :
b 7 p=1
b | (m 7 n)
b&1/

(b) a \mnb2 , F+ (T ).
On de finit aussi un idempotent e de Hida associe a l’ope rateur d’Atkin
Up=T( p). En l’appliquant au module M(M, 4) (resp. S(M, 4)), on de finit
la partie ordinaire Mord(M, 4) (resp. Sord(M, 4)).
L’alge bre de Hecke ‘‘universelle’’ Hord(M, 4) (resp. hord(M, 4)) est la
sous-alge bre de End4(M
ord(M, 4)) (resp. S ord(M, 4)) engendre par les
ope rateurs de Hecke. On de finit aussi, dans un sens e vident, les alge bres
Hord(M, /

, 4) et hord(M, /

, 4).
1.2. Ide al d ’Eisenstein
Notons G / # Zp[/]T=4/ une version tordue de la fonction L-p-adique:
G /(us&2&1)=Lp(1&s, /|2).
Les se ries d’Eisenstein sont des formes modulaires qui sont assez faciles
a mettre en famille. De manie re pre cise, on a la proposition suivante:
Proposition 1.2.1. Soit / un caracte re pair, /{|&2, dont le conducteur
divise Np, ou N est un entier premier a p nombre premier impair.
Il existe une se rie d ’Eisenstein 4-adique E/ de M(Np, /

, 4/) telle que, pour
tout k1 et pour tout ‘ # +p  , on ait:
E/(‘uk&2&1)=Ek, /\ ‘|2 & k
ou Ek,  est la se rie d’Eisenstein classique.
On peut me^me pre ciser que E/ a pour q-de veloppement:
E/=
1
2 G /(T )+ :

n=1 \ :d | n d/ (d )+ q
n.
On montre ensuite la proposition de congruence:
Proposition 1.2.2. Il existe une forme parabolique 4/-adique F qui
ve rifie la congruence:
F#h(T ) E/ mod G /(T )
ou h(T) # 4/ et h et G / ont seulement les ze ros triviaux en commun.
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Apre s avoir nettoye G / des ze ros triviaux en posant:
G 0/(T )= `
‘ # + . ( N p ) p 
(1+T&‘u&1)&s‘ G /(T)
ou s‘ est choisi de telle sorte que G 0/ (‘u
&1 & 1) soit non nul pour tout
‘ # +.(Np)p , on de montre alors le the ore me:
The ore me 1.2.3 [W2]. Pour / caracte re pair dont le conducteur divise
Np et /{|&2, il existe un ide al Eis dans hord(Np, /

, 4/) appele ide al
d ’Eisenstein tel que l ’on a l ’isomorphisme 4/ -line aire suivant:
hord(Np, /

, 4/)Eis[4/ G 0/(T ).
On peut de plus de crire cet ide al. C’est l’ide al engendre par:
{\T(m)& :q | m a } / (a)+ , G
0
/(T )= .
2. Courbes d’Igusa et Isoge nie _r
2.1. Courbes d ’Igusa
Je fixe dans ce paragraphe quelques notations utiles pour la suite de la
section et quelques rappels sur les courbes d’Igusa.
On pose, pour toute la suite, M=Npr, ou r1, N5 et p est un nombre
premier impair tel que N 7 p=1. On choisit ‘r=‘pr une racine primitive
pr-ie me de l’unite et ‘M une racine primitive M-ie me de l’unite .
On de finit, pour S un Z-sche ma, une courbe Y1(Npr)S affine sur S
incomple te et lisse par la proposition suivante:
Proposition 2.1.1 ([MW3], Section 2). Soit S un Z-sche ma. Le foncteur
qui, a tout S-sche ma S$, associe l ’ensemble des classes d ’isomorphismes
(E, :r)S$ ou (ES$) est une courbe elliptique sur S$ et :r est un plongement du
sche ma en groupes +Npr des racines Npr-ie mes de l ’unite sur un sous-sche ma
ferme de E est repre sente par une courbe incomple te et lisse note e Y1(Npr)S .
La formation de Y1(Npr)S commute au changement de base et Y1(Npr)F p
peut e^tre vu comme la fibre spe ciale de Y1(Npr)Z ou de Y1(Npr)Z[‘ r] .
La de monstration de cette proposition se trouve dans [DR] ou [KM].
On de finit aussi des correspondances sur Y1(Npr)S , qui s’e tendront aux
mode les complets de finis dans la suite, qui sont les ope rateurs de Hecke et
les ope rateurs ‘‘diamants’’.
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Le groupe (ZNprZ)*(\1) agit par automorphismes sur Y1(Npr)S par
les ope rateurs ‘‘diamants’’:
\d # (ZNprZ)*, (d) } (E, :)=(E, d:).
Pour tout nombre premier l, l |3 Np, la correspondance Tl est de finie par:
Tl(E, :)=:
.
(.E, ., :),
ou la somme est e tendue aux l-isoge nies . de source E.
Pour tout nombre premier q, q | Np, la correspondance Uq est de finie
par:
Uq(E, :)=:
.
(.E, .:),
ou la somme est e tendue aux q-isoge nies . de source E, telle que
.:: +Npr  .E soit un plongement.
De finition 2.1.2. La courbe d’Igusa Ig(Npr)F p est le mode le complet
lisse de la courbe incomple te Y1(Npr)F p .
On de finit aussi un sche ma propre X1(Npr) Z par normalisation de la
j-droite projective P1Z dans le corps des fonctions rationnelles de
Y1(Npr)Q. On de finit de me^me X1(Npr) Z[‘r] a partir de Y1(Np
r)Z[‘r] .
On a entre ces diffe rents sche mas les diagrammes commutatifs suivants:
Y1(Npr) Z /ww X1(Np
r)Z
Y1(Npr) F p /ww Ig(Np
r) F p ,
et
Y1(Npr) Z[‘ r] /ww X1(Np
r)Z[‘ r]
Y1(Npr) F p /ww Ig(Np
r) Fp .
On notera que le morphisme naturel:
X1(Npr) Z[‘ r]  X1(Np
r) Z Z[‘r]
n’est pas un isomorphisme (X1(Npr) Z[‘ r] n’est pas obtenu par changement
de base a partir de X1(Npr) Z ).
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E tudions maintenant la structure de la fibre spe ciale de X1(Npr) Z[‘ r] que
l’on notera X1(Npr) Z[‘ r] Fp . C’est une courbe dont les composantes
irre ductibles se rencontrent uniquement en les points d’un ensemble 7r de
points supersinguliers. Soit Nr la courbe somme disjointe des composantes
irre ductibles re duites de X1(Npr) Z[‘ r] Fp . L’inclusion naturelle de
Y1(Npr)F p dans Nr se prolonge en un isomorphisme i de Ig(Np
r)F p sur
une composante connexe de Nr note e C r F p .
Rappelons encore qu’il existe un automorphisme w‘ r de fini sur
X1(Npr) Z[‘ r] qui n’est pas compatible avec la fle che
X1(Npr) Z[‘ r]  X1(Np
r) Z Z[‘r].
Pour (E, :)Z[‘ r] un point de Y1(Np
r)Z[‘ r] , on de finit w‘ r en calculant
l’image w‘ r(E, :)=(E$ , :$). On prend pour E$ la courbe elliptique E$=
E:(+pr) ou +pr est le sous-sche ma de +Npr des racines pr-ie mes de l’unite et
on pose .: E  E$ l’isoge nie correspondante.
Il existe un unique point P: # E$ tel que
\z # +p r , (. b :(z), P:) =z,
ou ( , ) est l’accouplement de Weil.
On de finit alors :$ par:
}:$|+ N=. b :+ N:$(‘r)=P: .
En composant i avec w‘r , on obtient une nouvelle immersion i0=w‘ r b i
telle que l’image de Ig(Npr)F p est encore une composante connexe de Nr
note e C 0r F p . Les courbes C
0
r F p et C

r F p sont les bonnes composantes de Nr .
Action du Groupe d’Inertie ([MW3], p. 236, [T], pp. 341343).
Soit Ir le groupe d’inertie en p qui est aussi le groupe de Galois du
reve^tement de Z[‘r] sur Z. On peut identifier Ir avec (ZprZ)* par
l’application:
(ZprZ)*  Ir
d [ _d
ou _d est de fini par ‘_ d=‘d.
Le groupe Ir ope re par automorphismes sur X1(Npr) Z[‘ r] et induit une
‘‘action ge ome trique’’ sur la fibre spe ciale X1(Npr) Z[‘r] Fp , le point cle
e tant une description explicite du corps des fonctions (cf. [T]). De plus, si
231THE ORIE D’IWASAWA GE OME TRIQUE
File: 641J 198508 . By:CV . Date:22:08:96 . Time:09:14 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2598 Signs: 1050 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
l’on munit X1(Npr) Z Z[‘r] de l’action naturelle de Ir , ou _ # Ir agit par
1_, alors le morphisme naturel
X1(Npr) Z[‘ r]  X1(Np
r) Z Z[‘r]
est Ir -e quivariant et le morphisme de duit sur les fibres spe ciales est encore
Ir -e quivariant.
Proposition 2.1.3. Pour tout d # (ZprZ)*,
w_d‘r =w‘r
d=(d &1) w‘ r=w‘r(d).
De monstration. On montre d’abord w_ d‘ r =(d
&1) w‘ r . Pour cela, on
calcule w_ d‘ r sur les objets tests (E, :); ou par de finition:
(w‘r(E, :))
_d=w_d‘ r (E
_ d, :_ d).
C’est un calcul facile de voir
w‘ rd=(d
&1) w‘ r ,
ainsi que
(d &1) w‘r=w‘r(d) . K
Proposition 2.1.4. Tout e le ment _d de Ir agit sur C r _C
0
r par
1_(d &1) .
De monstration. On a le diagramme Ir -e quivariant suivant:
Nr
i
Ig(Npr) F p
X1(Npr)ZFp .
Or, Ir agit trivialement sur Ig(Npr)F p ainsi que sur X1(Np
r) Z Fp , donc Ir
agit trivialement sur l’image i(Ig(Npr))=C r . On utilise ensuite le fait
que w‘ r e change C

r et C
0
r et la formule de commutation w
_ d
‘ r =(d
&1) w‘ r
pour obtenir l’action sur C 0r . Soit y # C
0
r et x # C

r tel que y=w‘ r(x).
On a:
y_ d=(w‘ r(x))
_ d=w_d‘ r (x)=(d
&1) w‘ r(x)=(d
&1) y.
Ceci ache ve la de monstration.
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2.2. L’Isoge nie _r
Je rappelle dans cette section un re sultat de MazurWiles ([MW1],
chap. 3) qui assure qu’il y a une isoge nie _r :
_r : jr _j
0
r  BrF p ,
ou jr (resp. j
0
r ) est la jacobienne de C

r (resp. C
0
r ) et BrF p est un bon
quotient en p de J1(Npr) la jacobienne de X1(Npr).
On veillera par la suite a ne pas confondre _r qui est une isoge nie avec
_ ou _d qui est un e le ment du groupe d’inertie en p. Ces notations e tant
standards, j’espe re que le lecteur ne se perdra pas dans la suite de ce travail.
2.2.1. Les ‘‘Bons Quotients’’ de J1(Npr) ([T], Section 2 et [MW1],
Chap. 3). Pour r1, on note X1(Npr, Npr&1)Q la courbe modulaire
associe e au groupe 10(Npr) & 11(Npr&1). Des inclusions 11(Npr)/
10(Npr&1) & 11(Npr&1)/11(Npr&1), on en de duit des projections ?r et \r :
?r : X1(Npr)Q  X1(Npr, Npr&1)Q ,
\r : X1(Npr, Npr&1)Q  X1(Npr&1)Q .
Celles-ci induisent, par fonctorialite , des applications sur les jacobiennes:
?r*: J1(Npr, Npr&1)Q  J1(Npr)Q ,
\rV : J1(Np
r, Npr&1)Q  J1(Npr&1)Q ,
ou J1( ) de signe la jacobienne de X1( ).
Les bons quotients BrQ et les projections :r :
:r : J1(Npr)Q  BrQ ,
sont de finis par re currence:
(1) B1Q =J1(Np)Q ?1*(J1(Np, N)).
(2) Pour r1, Br+1Q est de fini a partir de BrQ par le diagramme
commutatif :
Kr+1 ww J1(Npr+1) www
:r+1 Br+1 ww 0
& ?*r+1
0 ww Kr+1 ww J1(Npr+1, Npr) www
:r b \ r+1* Br
Cela signifie que Kr+1 est de fini par la deuxie me suite exacte comme
Kr+1=ker (J1(Npr+1, Npr) www
:r b \r+1* Br)
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et Br+1 est de fini par la premie re suite exacte comme
Br+1=J1(Npr+1)?*r+1 Kr+1.
2.2.2. L’isoge nie _r . Comme dans MazurWiles, la surjection
:r=J1(Npr)Q  BrQ
s’e tend, par proprie te universelle, en une surjection par passage aux mode les
de Ne ron de J1(Npr) et Br sur Z[‘r] et par restriction a la composante
connexe J1(Npr)0Z[‘ r] en une surjection encore note e :r :
:r : J1(Npr)0Z[‘r]  BrZ[‘r]  0.
D’autre part, par un re sultat de Raynaud ([MW1], prop. 1, p. 227) on a
un isomorphisme:
J1(Npr)0Z[‘ r] [Pic
0(X1(Npr) Z[‘r]).
On observe ensuite ce qui se produit sur les fibres spe ciales. En notant
maintenant av(J1(Npr)0Z[‘r] Fp) la plus grande varie te abe lienne quotient
de J1(Npr)0Z[‘ r] Fp ([MW1], Chap. 2), on a la surjection canonique
J1(Npr)0Z[‘ r] Fp  av(J1(Np
r)0Z[‘ r] Fp)  0.
De plus, av(J1(Npr)0Z‘r] Fp) est le produit direct des jacobiennes des
composantes irre ductibles de NrF p ([MW1], Chap. 2, Section 1):
av(J1(Npr)0Z[‘ r] Fp)[ j

r _B_j
0
r
ou jr et j
0
r ont e te de finis au de but de cette section. On de finit un
morphisme _r :
_r : jrF p _j
0
rF p  BrF p
en composant le plongement
jr _j
0
r
/ jr _B_j
0
r
avec l’application induite par :r sur av(J1(Npr)0Z[‘ r] Fp):
av(:r): av(J1(Npr)0Z[‘ r] Fp)  BrF p .
D’autre part, il y a une action naturelle de l’inertie Ir sur Br Fp qui est
l’action ge ome trique de l’inertie. Elle provient de celle sur J1(Npr)Z[‘r] qui
est obtenue par fonctorialite d’Albanese a partir de celle sur X1(Npr)Z[‘ r] .
Si l’on munit jr _j
0
r de l’action de Ir de duite par fonctorialite d’Albanese
de celle sur C r _C
0
r , alors le morphisme _r est Ir -e quivariant.
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Dans la section pre ce dente, on avait identifie Ir avec (ZprZ)*, on va
identifier Ir avec un sous-groupe de (ZNprZ)* en notant pour tout _ # Ir ,
a l’unique e le ment de (ZNprZ)* tel que a#1 mod N et ‘_=‘a. On note
alors _a l’endomorphisme de BrF p de duit de l’action de _ sur BrF p .
The ore me 2.2.3 (MazurWiles). 1. _r est une isoge nie.
2. On a les diagrammes commutatifs suivants:
(a)
jrFp_j
0
rFp
_ r BrF p
Id_(a &1)
*
_ a
jrFp_j
0
rFp
_ r BrF p
(b)
jrF p_j
0
rF p
_ r BrF p
U U$ U p
*
Up*
jrF p_j
0
rF p
_ r BrF p
ou
U \xy+=\
Verp
0
V
Fr
t
p+\
x
y+
U$ \xy+=(np)* \
Fr
t
p
V
0
Verp+\
x
y+ ,
avec: Frp est le Frobe nius, Verp est le Verschiebung, np #1 mod pr, et aussi
np #p mod N, Fr
t
p=(np)* Frp , et Up V (resp. Up*) est l ’endomorphisme deBrF p obtenu par fonctorialite d ’Albanese (resp. Picard ) a partir de la corres-
pondance Up .
De monstration. L’assertion 1 est de montre e dans [MW1] (prop. p. 267).
L’assertion 2 (a) est obtenue par fonctorialite d’Albanese a partir de
l’action de Ir sur C r _C
0
r : le morphisme _r est Ir -e quivariant et l’action de
Ir sur C r _C
0
r se fait par Id_(a
&1) (Prop. 2.1.4).
L’assertion 2 (b) est la Proposition 2 p. 271 de [MW1], mais celle-ci
doit e^tre adapte e au proble me de modules que l’on a choisi.
On va noter provisoirement X e tQ le proble me de modules de Mazur
Wiles, dans [MW1], qui est la courbe lisse comple te dont les points non
cuspidaux ‘‘repre sentent’’ les classes d’isomorphismes (E, eNpr) ou E est une
courbe elliptique et eNpr est un plongement de (ZNprZ) dans E. De me^me,
on note provisoirement X +Q[‘M] la courbe modulaire X1(Np
r)Q[‘M] , dont
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les points non cuspidaux ‘‘repre sentent’’ les classes d’isomorphismes (E, :)
ou E est une courbe elliptique et : est un plongement du sche ma en
groupes +Npr dans E. Bien su^r, ces deux sche mas sont isomorphes, mais
l’isomorphisme n’est pas canonique et de pend du choix de ‘M racine
primitive Npr-ie me de l’unite . Cela expliquera les variantes entre les deux
e nonce s.
On de finit un isomorphisme #‘ M par l’application:
#‘M : X
e t
Q[‘ M]  X
+
Q[‘M]
(E, eNp r : 1 [ P) [ (E, :: ‘M [ P).
Par passage aux mode les de Ne ron, l’application #‘ M s’e tend en une
application:
#‘ M : X
e t
Z[‘M]  X
+
Z[‘M] ,
ainsi qu’aux fibres spe ciales:
#‘ M : X
e t
F p  X
+
F p .
Il s’agit alors de calculer l’action d’un e le ment _a # GM , ou GM est le
groupe de Galois du reve^tement (Spec Z[‘M]  Spec Z) qui est isomorphe
a (ZMZ)*, sur #‘ M . On montre:
#_a‘ M(E
_ a, e_ aM)=(#‘ (E, eM))
_ a=(E, :: ‘ [ P)_ a
=(E_ a, ‘a [ P_a)=(E _ a, ‘ [ a&1P_ a).
Donc
#_a‘M(E, eM)=#‘ M b (a
&1)(E, eM).
Il s’ensuit les formules suivantes sur les fibres spe ciales, en prenant
a=np :
Frp b #‘M b Fr
&1
p =#‘ M b (n
&1
p )
i.e.
Frp b #‘M=#‘ M b (n
&1
p ) b Frp
et
Verp b #‘M b Ver
&1
p =#‘ M b (np)
i.e.
Verp b #‘M=#‘ M b (np) b Verp .
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On en de duit les changements annonce s dans le the ore me par rapport a
l’e nonce de [MW1].
2.3. Structure de h2(Npr, Zp)-module de j, e tr, p
On a de fini dans la Section 1, l’alge bre de Hecke h2(11(Npr), Zp), ainsi
que sa partie ordinaire hord2 (11(Np
r), Zp) ou er est l’idempotent associe
a Up . Il s’agit, dans cette section, de rappeler un re sultat de Tilouine
donnant, pour certaines composantes Rr de hord2 (11(Np
r), Zp), la structure
de Rr -module du groupe p-divisible associe jr .
Il y a deux manie res d’obtenir une structure de h2(11(Npr), Zp)-module
sur la jacobienne J1(Npr)Q . En effet, on peut conside rer les ope rateurs
obtenus, a partir des ope rateurs t # h2(11(Npr), Z), agissant sur X1(Npr)Q ,
par fonctorialite de Picard, on les notera t* et l’alge bre correspondante
h2*(11(Npr), Z). On peut aussi conside rer les ope rateurs obtenus par
fonctorialite d’Albanese, on les notera t
*
et l’alge bre correspondante
h2*(11(Npr), Z). Dans toute la suite, un objet affecte d’une V en exposant
de signera toujours un objet obtenu par fonctorialite de Picard, alors qu’un
objet affecte d’une V en indice de signera un objet obtenu par fonctorialite
d’Albanese.
On rappelle enfin, qu’il existe un lien entre la structure de module sur
h2*(11(Npr), Zp) de J1(Npr)Z p[‘r] et sa structure de module sur
h2*(11(Npr), Zp). L’ope rateur w‘ r de X1(Np
r)Z p[‘ r] devient une involution
de J1(Npr)Z[‘ r] Fp et, comme la jacobienne est auto-duale, on a l’e galite
w*‘ r=w‘ r*
. D’autre part, w‘ r e change les deux structures:
w‘ r b t*=t*w‘ r .
On en de duit alors la formule suivante sur les ope rateurs diamants gra^ce
a la Proposition 2.1.3:
( )*=( )
*
&1.
On aura souvent besoin d’utiliser le groupe p-divisible associe a un
sche ma abe lien VS , on le notera VpS .
On de montre alors, en suivant Tilouine et MazurWiles ([MW3],
Prop. 2, Section 4 et [T], Cor. 3.3, p. 348), le the ore me suivant:
The ore me 2.3.1. Le sche ma en groupes p-divisibles er
*
Br, p est ordinaire
et _r induit une isoge nie
_e tr =j
0, e t
r, p  (er
*
Br, pF p)
e t.
L’action ge ome trique de l ’inertie sur ces deux groupes est donne e par ( )*.
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Pour ce faire, on de montre un lemme sur le groupe p-divisible de jr _j
0
r
que l’on note 1. On de finit des idempotents eU , eV et eF associe es aux
automorphismes U de jr _j
0
r , Verp de j

r et Fr
t
p de j0r de finis dans le
The ore me 2.2.1.
Lemme 2.3.2. Le sche ma en groupes eU1 se de visse canoniquement en:
0  eV jr, p  eU1  eF j
0
r, p  0
 eF j0r, p est la partie e tale de j
0
r, p ;
 eV jr, p est la partie connexe de j

r, p de type multiplicatif.
 Le sche ma eU 1 est ordinaire.
On renvoie a [T] ou [MW1], p. 272, pour la de monstration de ce
lemme qui est un corollaire facile de la Proposition 2.2.1.
On de duit de ce lemme, que _r induit une isoge nie
_r : j, +r, p _j
0, e t
r, p  er
*
Br, pF p
et la compose e _e tr de cette isoge nie avec l’inclusion naturelle j
0, e t
r, p
/
j, +r, p _j
0, e t
r, p est une isoge nie:
_e tr : j
0, e t
r, p  [er
*
Br, pF p]
e t.
Cela constitue la premie re partie du the ore me. L’action de Ir sur
[er
*
Br, p F p]
e t est simplement obtenue par le fait que _r est Ir -e quivariante
et Ir agit par ( )*
&1=( )* sur j0r, p . K
D’autre part, on construit en suivant Shimura ([S] et [T], Th. 1.3) une
sous-varie te abe lienne Ar de J1(Npr) de finie sur Q qui se prolonge en un
sche ma abe lien sur Zp[‘r], qui a bonne re duction et qui est stable sous
l’action de h2*(11(Npr), Zp) ce qui en fait un h2*(11(Npr), Zp)-module. Par
ailleurs, le morphisme :r : J1(Npr)  Br , restreint a Ar , est une isoge nie
:r : Ar  Br .
Cependant, :r a l’inconve nient de ne pas e^tre invariante pour l’action de
h2
*
(11(Npr), Zp). En revanche, si l’on pose wM l’involution de Weil totale,
alors le morphisme ;r=:r b wM est une isoge nie de h2(11(Npr), Zp)-
modules de finies sur Zp[‘M]. Plus pre cise ment, on a:
\t # Hr , ;r b t*=t* b ;r ,
car on a aussi w*M=wM
*
et wM b t*=t* b wM . Cela signifie que ;r est une
isoge nie du h2*(11(Npr), Zp)-module Ar sur le h2
*
(11(Npr), Zp)-module Br .
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Finalement, en conside rant les parties ordinaires des groupes p-divisibles
des fibres spe ciales, on obtient encore une isoge nie de h2(11(Npr), Zp)-
modules:
t*T Tt*
;r : er*Ar, pF p ww er*Br, p F p
et on a la proposition:
Proposition 2.3.3. Le groupe Ir agit trivialement sur la partie e tale de
er*Ar, p F p .
De monstration. Cela provient de la formule de commutation
_a b wM=(a&1)* b wM b _a .
En effet, soit x # er*Ar, p F p , on va calculer ;r(_a(x)):
;r(_a(x))=:r b wM b _a(x)
=:r b (a)* b _a b wM(x)
=(a)
*
b _a b :r b wM(x)
=(a)
*
(a)* ;r(x)
car Ir agit par ( )* sur er
*
Be tr, p . Donc
;r(_a(x))=;r(x).
On en de duit que Ir agit trivialement sur er*Ae tr, pF p .
The ore me 2.3.4. Il y a une isoge nie {r :
{r : j, e tr, p  er*A
e t
r, pFp
et Ir agit trivialement sur j, e tr, p ainsi que sur er*A
e t
r, pFp .
De monstration. L’isoge nie {r est simplement la fle che qui fait commuter
le diagramme:
t
*T j 0, e tr, p ww
_r er
*
Be tr, pF p T
t
*
w M ; r
t*T j, e tr, p ww
{ r er*Ae tr, pFp T
t*.
Le sche ma en groupes p-divisibles j, e tr, p est donc muni d’une structure de
module sur h2*(11(Npr), Zp) et c’est cette structure que l’on se propose
d’e tudier gra^ce au The ore me 4.4 de [T].
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Pour ce faire, soit R une composante locale de hord(Np, |

, 4) ou
a{0, &1 et hord(Np, |

a, 4) est l’alge bre de Hecke universelle de finie dans
la Section 1. On pose Jr, p(R*)=1R* } Jr, p ou 1R est l’idempotent associe
a R et Jr, p est le groupe p-divisible de J1(Npr). Comme a{0, on peut
identifier Jr, p(R*)=1Re*rAr, p(Q ).
Soit CrZ p[‘r] (resp. ErZ p[‘ r]) la partie connexe (resp. e tale) de
er*Ar, pZ p[‘ r] . On a la suite exacte courte de Zp[‘r]-sche mas:
0  CrZ p[‘r]  er*Ar, pZ p[‘ r]  ErZ p[‘r]  0
et en lui appliquant l’idempotent 1R , on obtient la suite exacte courte:
0  Cr(R*)Z p[‘ r]  Jr, p(R*)Z p[‘r]  Er(R*)Z p[‘ r]  0.
On note Cr(R*) et Er(R*) les modules obtenus en prenant les Q p-points.
Il sont munis de fle ches naturelles de duites des fle ches Xr  Xs pour
rs1:
Cs(R*)  Cr(R*)
Es(R*)  Er(R*),
ce qui permet de de finir a la limite:
C(R*)= Cr(R*)
E(R*)= Er(R*).
On a alors le the ore me de structure de Tilouine ([T], Th. 4.4):
The ore me 2.3.5. Si a{0, &1, on a, pour tout r1, des isomorphismes
de R*r -modules:
Cr(R*)[Rr* QpZp
Er(R*)[Hom(Rr* , Qp Zp)
Jr, p(R*)[ (Rr* QpZp)Hom(Rr* , Qp Zp).
Ces isomorphismes sont compatibles avec les reve^tements Xr  Xs pour sr
et donnent a la limite:
J, p(R*)[R*4 Hom(4, QpZp)Hom(R*r , QpZp).
Le groupe de Galois Gal(Q Q) ope re sur Jr, p(R*), ainsi qu’un groupe de
de composition en p, Dp(Q Q) qui ope re sur Cr(R*), Er(R*) et Jr, p(R*).
De plus, si Ip(Q Q) de signe le groupe d’inertie en p de Dp(Q Q) et /p le
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caracte re cyclotomique en p, on montre que Ip(Q Q) ope re trivialement sur
Er(R*) et par /p(/p)* sur Cr(R*) en utilisant les the ore mes 2.3.5, 2.3.4 et
2.3.1. On obtient enfin le The ore me vise sur la structure de j, e tr, p .
On pose
j, e tr, p (R*)=1R j
, e t
r, pF p
et on note j, e tr, p (R*, F p) les F p -points de j
, e t
r, p (R*). On de duit alors de
l’isoge nie {r de h2*(11(Npr), Zp)-modules le the ore me suivant:
The ore me 2.3.6. On a pour tout r1, un isomorphisme de Rr*-modules:
jr, p(R*, F p)[Hom(R*r , QpZp).
De plus, ces isomorphismes sont compatibles avec les fle ches:
js, p(R*, F p)  j

r, p(R*, F p), rs1
et donnent a la limite un isomorphisme de R*-modules:
 jr, p(R*, F p)[Hom(R*, QZp).
En tant que Rr* -module, l ’action de Up* sur jr, p(R*, F p) se fait par le
Frobe nius Frp .
3. La Divisibilite
3.1. De finition de Dp
On peut trouver la construction que je donne de la se rie Dp associe e a
la tour d’Igusa dans ([MW2], Section 2).
On rappelle que les morphismes naturels pour r1:
Ig(Npr+1)F p  Ig(Np
r)F p
de finissent une tour au sens de MazurWiles:
{F p : } } }  Ig(Np
r+1)F p  Ig(Np
r)F p } } }  Ig(Np)F p  X1(N)F p ,
le groupe de Galois de chaque reve^tement
Ig(Npr)F p  X1(N)F p
e tant isomorphe a
(ZprZ)*[Fp*_(Zpr&1Z).
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On fixe / un caracte re de Dirichlet a valeurs dans Q p de conducteur divisant
Np. On note jrF p la jacobienne de Ig(Np
r)F p et on de signe par jr, p(F p , /)
(resp. jr, p(Fp , /)) la /-composante du groupe p-divisible des F p-points
(resp. Fp -points) de jrF p . On conside re ensuite Mr, p(F p , /)) (resp.
Mr, p(Fp , /)) le dual de Pontrjagin de jr, p(F p , /) (resp. jr, p(Fp , /)). Les
inclusions jrF p / jsF p pour sr, de duites par fonctorialite de Picard des
reve^tements Ig(Nps)F p  Ig(Np
r)F p induisent des surjections:
Ms, p(F p , /)  Mr, p(F p , /),
Ms, p(Fp , /)  Mr, p(Fp , /).
On de finit ainsi a la limite:
Mp(F p , /)=
r
Mr, p(F p , /),
Mp(Fp , /)=
r
Mr, p(Fp , /).
D’autre part, le groupe de Galois du reve^tement Ig(Npr)F p  X1(N)F p
induit une action de (Zpr&1Z) sur Mr, p(F p , /) et Mr, p(Fp , /) et munit ainsi
ces derniers d’une structure de 4r, /-module ou 4r, /=Zp[/][Zpr&1Z].
Par passage a la limite projective, on fait de Mp(F p , /) et Mp(Fp , /) des
4/ -modules, ou 4/=Zp[/][Zp] est l’alge bre d’Iwasawa. Ces modules sont
relie s par un the ore me de descente:
The ore me 3.1.1 ([MW2, Prop. 1, p. 511]). Les applications:
Mp(F p , /)  Mr, p(F p , /),
Mp(Fp , /)  Mr, p(Fp , /)
induisent des isomorphismes:
Mp(F p , /)4 4r [Mr, p(F p , /),
Mp(Fp , /)4 4r [Mr, p(Fp , /).
Soit maintenant Frp le morphisme de Frobe nius de fini sur jr, p(F p , /). Il
induit un morphisme Frp sur le 4-module Mp(F p , /) et MazurWiles
de montrent alors la proposition suivante:
Proposition 3.1.2 [MW2, Section 2].  Le 4-module Mp(F p , /) est
libre de rang e gal au Zp-rang de M1, p(F p , /).
 Le 4-module Mp(Fp , /) admet une re solution libre de la forme:
0 w Mp(F p , /) ww
Frp&1 Mp(F p , /) w Mp(Fp , /) w 0.
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 Le 4-module Mp(Fp , /) est de torsion sans sous-module fini.
 L’ide al caracte ristique de Mp(Fp , /) est e gal a son ide al de Fitting
qui est l ’ide al principal engendre par det4(Frp&1).
De finition 3.1.3. La se rie caracte ristique Dp(/, T ) associe e a la tour
d’Igusa et au caracte re / est:
Dp(/, T )=det4(Frp&1 | Mp(F p , /)).
3.2. De finition de Deisp
Il s’agit dans cette section, de de finir un facteur Deisp (/, T ) de la se rie
Dp(/, T ) qui va e^tre obtenu comme se rie caracte ristique d’un certain
module que l’on appellera M eisp (Fp , /).
Ici, c’est la structure de module sur l’alge bre de Hecke qui va jouer un
ro^le et c’est celle-ci que l’on se propose d’e tudier en premier lieu. On a vu
dans la Section 2 que les courbes Ig(Npr)F p e taient munies de corres-
pondances de Hecke et ainsi la jacobienne jrF p de Ig(Np
r)F p , vue comme
varie te de Picard, est munie d’une structure de h2*(11(Npr), Z)-module et
son groupe p-divisible associe jr, p F p d’une structure de h2*(11(Np
r), Zp)-
module.
Proposition 3.2.1. La structure de h2*(11(Npr), Zp)-module de jr, p  F p est
la me^me que celle de jr, pF p .
De monstration. Il faut en fait revenir a la de finition de C r F p . On a
une inclusion naturelle de la courbe incomple te Y1(Npr)F p dans
X1(Npr) Z[‘ r] Fp donc dans la normalise e NrF p qui s’e tend en une inclusion
i de Ig(Npr)F p dans NrF p et C

rF p est de finie comme l’image de Ig(Np
r)F p ,
par ce plongement canonique i , dans NrF p . Ce plongement provenant de
l’inclusion de Y1(Npr)F p dans X1(Np
r) Z[‘r] Fp , on en de duit que les corres-
pondances de Hecke commutent au plongement i . Ainsi, on en de duit que
la fle che
i* : jr F p  jrF p
est un isomorphisme de h2*(11(Npr), Zp)-module.
On en de duit alors le corollaire suivant:
Corollaire 3.2.2. Pour R composante locale de hord(Np, |

a, 4), ou
4=Zp T et a{0, &1, on a un isomorphisme de R*-modules:

r
jr, p(R*, F p)[Hom(R*, QpZp).
243THE ORIE D’IWASAWA GE OME TRIQUE
File: 641J 198520 . By:CV . Date:22:08:96 . Time:09:14 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3096 Signs: 1434 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
On conside re maintenant Mr, p(F p , /) qui est un h2*(10(Npr), /, Zp[/])-
module et on de finit sa partie ordinaire:
De finition 3.2.3.
M ordr, p(F p , /)=er*Mr, p(F p , /).
Proposition 3.2.4. Le module, sur l ’alge bre h2*ord(10(Npr), /, Zp[/]),
Mordr, p(F p , /) s’inse re dans la suite exacte suivante de h2*
ord(10(Npr), /,
Zp[/])-modules:
0  M ordr, p(F p , /) ww
Up*&1 M ordr, p(F p , /)  M
ord
r, p(Fp , /)  0.
De monstration. C’est simplement le fait que M ordr, p(F p , /) est le dual de
Pontrjagin de er* jr, p(F p , /) dont on a montre dans la Section 2 qu’il s’agissait
de je tr, p(F p , /). Or le module j
e t
r, p(F p , /)=jr, p(F p , /) s’inse re dans la suite exacte:
0  jr, p(Fp , /)  jr, p(F p , /) ww
Fr p&1 jr, p(F p , /)  0.
On en de duit la proposition par dualite , en utilisant de plus que U*r agit
comme Frp sur jr, p(F p , /).
On remarque aussi pour la suite, que M ordr, p(Fp , /)=Mr, p(Fp , /) et la suite
exacte de la proposition 3.2.4. devient:
0  M ordr, p(F p , /) ww
Up*&1 M ordr, p(F p , /)  Mr, p(Fp , /)  0.
Proposition 3.2.5. On de finit
Mordp (F p , /)=
r
M ordr, p(F p , /)
qui est un h*ord(Np, /

, Zp[/]T )-module ve rifiant:
0  M ordp (F p , /) ww
Up*&1 M ordp (F p , /)  Mp(Fp , /)  0.
On suppose de sormais que / est un caracte re pair dont le conducteur divise
toujours Np. Si /{|&2, on note Reis la composante locale de
hord(Np, /

, Zp[/]T ) associe e a l’ide al d’Eisenstein Eis que l’on a de fini dans
la Section 1.
De finition 3.2.6. On pose
M ordp (R*
eis, F p , /)=1R* e i s } M ordp (F p , /)
Mp(R*eis, Fp , /)=1R* e i s } Mp(Fp , /),
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ou R*eis est la composante locale de h*ord(Np, /

, 4/) associe e a Reis dans
hord(Np, /

, 4/).
Proposition 3.2.7. On a une suite exacte de R*eis-modules et de
4/-modules:
0  M ordp (R*
eis, F p , /) ww
Up*&1 Mordp (R*
eis, F p , /)  Mp(R*eis, Fp , /)  0.
Le 4/-module Mp(R*eis, Fp , /) est de torsion, sa se rie caracte ristique est par
de finition la se rie Deisp (/, T ).
Cependant, comme on l’a prouve dans le Corollaire 3.2.2, si on e crit
/=/0 } |a, ou /0 est non ramifie en p, alors, pour a{0, &1, on a un
isomorphisme de R*eis-modules:
M ordp (R*
eis, F p , /)[R*eis.
On en de duit ainsi, en utilisant la proposition 3.2.7, le lemme suivant:
Lemme 3.2.8. On a l ’isomorphisme de R*eis-modules:
Mp(R*eis, Fp , /)[R*eisU*p&1.
L’alge bre R*eis e tant un 4/-module libre de rang fini, on a, d’apre s la
Proposition 3.2.7, la proposition:
Proposition 3.2.9. On a l ’e galite :
Deisp (/, T )=NR* e i s4 /(U*p&1).
On a aussi la proposition suivante:
Proposition 3.2.10. La se rie Deisp (/, T) divise la se rie Dp(/, T).
De monstration. Cette proposition re sulte du fait que R*eis est un facteur
local de h*ord(Np, /

, 4/) qui donne une de composition du h*ord(Np, /

, 4/)-
module Mp(Fp , /) de la forme:
Mp(Fp , /)=Mp(R*eis, Fp , /) } M$p(Fp , /).
3.3. La Divisibilite
Tous les ingre dients sont de sormais re unis pour de montrer notre re sultat
principal ou G / , la se rie introduite dans 1.2 est une version tordue de la fonc-
tion L-p-adique et Deisp est le facteur ‘‘Eisenstein’’ de la se rie Dp associe e a la
tour d’Igusa et de finie plus haut.
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The ore me 3.3.1. Soit / un caracte re pair dont le conducteur divise Np. On
e crit /=/0 } |a ou /0 est non ramifie en p et | est le caracte re de Teichmu ller.
On suppose a{0, &1 mod p&1 et /{|&2.
Alors la se rie G /(T ) divise la se rie Deisp (/, T ).
Pour cela, on de montre d’abord le lemme:
Lemme 3.3.2. On a une application surjective:
R*eisUp*&1  ReisEis.
De monstration. On remarque que, par de finition de l’ide al d’Eisenstein,
celui-ci contient l’ide al principal engendre par (Up&1), on en de duit le
lemme.
De monstration du the ore me. Compte tenu de l’isomorphisme:
ReisEis[4/G 0/(T )
montre dans le The ore me 1.2.3, on en de duit gra^ce au lemme:
Deisp =NR* e i s4 /(U*p&1)=Fitt(R*
eisU*p&1)/Fitt(ReisEis)=G 0/ ,
c’est-a -dire
G 0/(T ) | D
eis
p .
On remarque enfin que dans notre situation G /=G 0/ ce qui prouve
G / | Deisp . En effet, G / a un ze ro trivial de la forme u
&1&1 si et seulement si
Lp(0, /|2)=0, ce qui e quivaut a /|( p)=1. Or l’hypothe se a{&1 interdit
cette e galite . La fonction G / n’a pas non plus de ze ro trivial de la forme
‘u&1&1 car alors p2 diviserait le conducteur de / alors que celui-ci divise Np.
K
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